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10 El modelo de Ramsey con
Incertidumbre

10.1  Crecimiento optimo con
Incertidumbre

Vamos a caracterizar la solucion del problema de crecimiento
Optimo que presentamos mas arriba. Vimos que en su
formulacion recursiva el problema podia escribirse como:

V(k,z)= sup  {u(f(k,z)+@-5)k-y)+BEN(y,2)z]}

yelo, f (k,z)+(1-6)k]



LLa ecuacion de Euler es:

u'(c(t) = BB, [(F' (k(t+1), z(t +1))+ (1 - &)’ (c(t +1))]
(1)
y la de transversalidad:

lim E|* (' (k(t) 2(t)+ A 5)u (c(t)k(t)z(0)] = 0

t—o

¢ Tiende esta economia hacia un estado estacionario?

No exactamente. Si z(t) tiene una distribucion no degenerada,

el capital no tiende a un valor especifico, pero tiende a una
distribucion limite invariante. Esa distribucion sera

independiente de k(0).



Ejercicio: Resolver el problema de crecimiento 6ptimo con
shocks de productividad en el caso particular en que: (i)

u(c)=log(c); (ii) F(K,L,z))=zK“L"“; (iii) 5 =1; (iv) z
sigue una cadena de Markov en el conjunto Z ={z,,..., 2, }.
(Sugiero probar la siguiente solucién: z(k,z)= B, + B,zk®).

10.2  Crecimiento en el equilibrio
competitivo con incertidumbre

Por el segundo teorema de la economia del bienestar, el
equilibrio de mercado deberia coincidir con el sendero de
crecimiento optimo. Aun asi, lo vemos en forma explicita.



Dos aproximaciones complementarias:

(i) Todo el intercambio tiene lugar en t=0.
(i1) Intercambio secuencial y activos de Arrow.

10.2.1 El equilibrio competitivo con todos los
bienes

Supuesto clave: hay un conjunto completo de mercados para
las mercancias Arrow-Debreu.

Las familias pueden comprar al inicio derechos sobre canastas
de consumo futuro contingente: la compra es condicional al
shock.



c[zt] representa unidades del bien de consumo que se dedican
al consumo en t si se observa la historia z'.

Los precios también dependeran de la historia de shocks:
P, _z‘]zprecio del bien después de una historia z', en

términos del bienen t =0.
t - J4 - - t J4 - -
W, |2 ]zsalarlo después de historia z"en terminos del bien en

0.
R, [zt]zprecio de una unidad de capital después de historia z'

en términos del bien en 0.

Notar: R aqui no es la tasa de retorno del capital.

Secuencia de los hechos:



Periodo | Subperiodo | Agente Decision
(dia) (hora)
t Noche Naturaleza | z(t)
Amanecer | Empresas | 1) Compran K®|z'|al precio
R|z!].
2) Contratan L[z‘] pagando
Wo [Zt]
Dia Empresas | Producen F(K®|z'}L|z' | z(t))
Findela |Empresas |Venden producciony capital no
jornada consumido ((1—S)K®|z']) a las
familias al precio p,|z']
Familias | Compran bienes, consumen

c[zt] y ahorran k[zt]




Periodo | Subperiodo | Agente Decision
(dia) (hora)
t+1 Noche Naturaleza | z(t +1)
Amanecer | Empresas | 1) Compran K®|z"**|al precio
RO[Z'[+1:|.
2) Contratan L|z'** | pagando
WO[ZHI]
Notar:

a) K°|z'|=ke|z ||z | es el capital que las empresas compran
en la madrugada del dia t, habiendo observado la historia de
shocks z'.




b) L[zt] es el trabajo que las empresas contratan en la
madrugada del dia t, habiendo observado la historia de shocks

Zt

c) R, [z‘] es el precio del capital en la madrugadadety p, [zt]
es el precio del bien comercializado al final de t, después de
haber observado la historia de shocks z'.

d) Utilidades de la empresa en el dia t:

|z |= p, [z‘]{F (Ke|zt| L]zt ] z(t))+ (1—5)Ke[zt]}—

Rolz' [ke[z | w2 Lz



e) k[zt] es lo que las familias ahorran al final del dia t (en per

capita), habiendo observado la historia de shocks z'. Es el
capital que estara disponible al inicio del dia t+1.

Restriccion presupuestal de la familia a lo largo de la vida:

> Y el k)<Y Swlz ]+ Rilz0)kO)

t=0 z'ez” t=0 z'ez”

Notar:

(1) Gracias a los bienes contingentes de Arrow-Debreu,
tenemos una Unica restriccion presupuestal gue especifica
todas las compras contingentes que la familia realiza en todos
los periodos e historias posibles de los shocks.
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(i1) El lado izquierdo es el gasto total y el derecho el ingreso
total.

(ii1) No hay beneficios de empresa, porque supondremos
rendimientos constantes a escala y competencia perfecta.

La funcion de objetivos de la familia es:

o0

> 8 a2 blefz']

t=0 z2tez”

donde: q{zt‘zojzprobabilidad de historia z', con informacion
del periodo O.
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El problema que resuelve la familia en el periodo O es
entonces:

S5 3 o il

sa: 3 Tl E <y Swfe ], O)KO

Suponiendo que la solucion es interior, las condiciones de
primer orden son:

,th{zt‘zoju'(c[ztD: AP, [zt]

(2)
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donde A es el multiplicador de Lagrange.

Consideremos dos historias posiblesen t: z'y 7'. El precio del
consumo en t condicional a la historia Z'relativo al precio del
consumo en t condicional a la historia z'resulta entonces:

Notar: el lado izquierdo es una tasa marginal de sustitucion y
el derecho es una tasa marginal de transformacion. La razon
de utilidades marginales entre consumos “contratados” para el

periodo t después de las historias 7'y z'debe igualar a la razén
de precios condicionales a las mismas historias.
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Tambien de la condicion de primer orden puede derivarse una
expresic')n para la tasa de interés entre t y t+1, condicional a la

historia z' y contingente a la historia z"**:

<,

La relacion es:

([Zt+1D po[zt+1 q-zt+1 ZOJ

u( ') potz q:zt‘ZOJ

/ 7
T~
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Notar que el lado derecho es una tasa de interés contingente en
2! y condicional en z'. Es también la tasa marginal de
transformacion de bienes en t, condicionales a la historia z',

en bienes en t+1, contingentes a la historia z'**. El lado
1zquierdo es la tasa marginal de sustitucion entre los consumos
correspondientes.

Para determinar los precios, vemos las empresas. Las

empresas maximizan el beneficio, igualando el valor de los
productos marginales de los factores a su precio:
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En términos per capita:

polz![(F*(ke[z*} 2(t))+ (1-5)= Ry[2']
pole [ (e [z*} 20) - ke[z ] (ke[ 2(0))) = w

(3)
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La condicion de equilibrio en el mercado de trabajo es:

L|z'|=1 vz
(4)

La condicion de equilibrio en el mercado de capitales es:

ke[zt+l]: k[zt]
(5)
Lado derecho: en t, después de realizado z(t) y por lo tanto

conocida la historia z', familias ahorran k[zt]. Este es el

capital que habra disponible en t+1, con independencia de
z(t +1) que todavia no se ha realizado.
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Lado izquierdo: en t+1, después de realizado z(t +1) y por lo
tanto conocida la historia z'**, las empresas contratan ke[zt”].

Equilibrio en el mercado de bienes:

clz |+ k|zt]= k2] z(t))+ (- 5)ke|2! ]
(6)

Finalmente, deben verificarse las condiciones de no arbitraje:

Pol2' = X R[22t +D)

z(t+1)eZ

(7)
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Explicacion: familia puede comprar una unidad del bien en t,
pagando p, [z‘]. A su vez puede vender derechos sobre los

bienes de capital para cada historia posible z'** = (zt, 2(t +1)).

No hay riesgo, dado que la unidad del bien comprada en t
cubre todos los posibles reclamos en t+1.

Equilibrio competitivo: politicas factibles de consumo,
ahorro e inversion, {c|z' | k|z'} k¢|zt* [}, y series de precios,
102 L Ry 2! [ wp |2t |1, tales que las familias maximizan su
utilidad (se verifica (2)), las empresas maximizan sus

utilidades (se verifican (3) y (7)) y los mercados se equilibran

(se verifican (4), (5) y (6)).

19



Caracterizacion del equilibrio:

de (2) y (7):

u'(clz ])_,Bqlz i J po|2'|= quLZ 7 J R [(Zt’z(t”))]
y usando (3) y (5):

olle)- 3 b aea)ea-0)

Usando (2) para el periodo t+1:

(8)
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1 A [Z ] /lo[zm.]
pur(elz]) - ﬁc?[z“l ] ﬁcﬂztg lz2°]

9)
y sustituyendo en (8):

welz)= Xl k[z] t+1))+ @-o)h(elz)

t+1

=,BE[(f'(k- ] (t+1 [z”l]]z]

(10)

Esta condicion es idéntica a la condicidon de Euler del
problema de crecimiento optimo.

21



Verificamos la condicion de transversalidad. La condicion de
gue no hay juego de Ponzi implica que:

lim 3" plz* K[z > 0

Zt—l EZ t-1

A su vez, la condicion de transversalidad del programa de las
familias implica que, en el sendero optimo, esta condicion se
verifica como igualdad.

Usando (9) y dado que 4 >0:

limpt 3 oz (el Kz =0

Zt—l eZ t-1

(11)
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Vamos ahora a sustituir en la expresion anterior la utilidad
marginal del consumo después de la historia z'™ usando
Euler. Tomamos (10) y lo reescribimos un periodo mas atréas:

(el )= Sl L) elt) +a- o) (ele')

Sustituimos en (11) y usamos que q{zt‘zojz q{z“zt‘qu[zt‘l‘zoj:
i 3 defe ol M-
lim j° 7 S’q[z ‘z] £(k[z ] 2(t)+ 0= ) (clzt k(2] =0

zZzt
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O, lo que es lo mismo:

limp' 3" 2!z (1 ([} 2(0)+ - 8))ur(elz! Pk ] = 0

7tez!

Esta es la condicion de transversalidad que encontramos en el
problema de crecimiento optimo bajo incertidumbre.

Conclusion: en la economia con incertidumbre y mercados
completos, los senderos de crecimiento Optimo y competitivo

coinciden.
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10.2.2 Intercambio secuencial

En el equilibrio general a la Arrow-Debreu, todos los
Intercambios se realizan al inicio, pero esto no ocurre asi en la
realidad.

Intercambio secuencial: las familias deciden su consumo y
las empresas contratan trabajo y capital paratent.

¢ Los resultados obtenidos en el equilibrio a la Arrow-Debreu,
siguen siendo validos en una economia de comercio
secuencial? Se puede mostrar que si, siempre que existan
mercados completos.

Activos de Arrow: pagan una unidad del bien si se realiza una
historia particular, digamos A
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a[zt] = cantidad de activos de Arrow que pagan despues de
historia z'en poder de las familias.

Notar que:  alz'|=alz"%, z(t)|

ﬁ{z(t)‘zt‘lj = precio en t-1 de una unidad del activo que paga
en el estado z' = (z', z(t)), después de haberse observado el
estado z"".
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f plz(t)z"*]

e
— I
\

La restriccion presupuestal de la familia en t es entonces:

clzt |+ Zp[thtl‘ al(z', 2(t +2))] < wlz' |+ a[2]

t+1
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Formulacion recursiva del problema de las familias:

a) Restriccion presupuestal de flujo:
c+ Y plzjzfalz)z] s w+a

z'el
b) Probabilidad del estado z’ dado z: q|z'[z]

¢) Funcion de valor:

V(a,2)= max {u[wa_zp[z-z]a-[z-z]j

z'eZ

Py N @l )

z'e/
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a condicidon de Euler es:

plz'jz] u'(cla, z]) = ﬂQ[Z'\Z]aV ekl Z)}

oa

Utilizando el teorema de la envolvente:
V(a [Z ‘Z]’ z ) _ U'(C[al, Zl])

oa

Con lo cual la condicion de Euler queda:

plz|z] uw(cla z))= palzz]u(cla', 2]

(12)
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Para completar la caracterizacion del equilibrio utilizamos la
condicidon de equilibrio en el mercado de capitales:

z[z]

Interpretacion: los derechos emitidos contra el bien final en el
estado z’ deberan ser iguales al valor del capital en ese mismo

estado.

z]z R[z'

a’ [z'

Notar: el stock de capital disponible para el periodo siguiente
se elige antes de conocer la historia z’ y es entonces funcion
de la historia z (un periodo antes). El ajuste entre oferta de
capital y demanda de activos se produce a través del precio del

capital.
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La condicion de no arbitraje (equivalente a (7)) es:

1= Zﬁ[z' z]

z'e’

z]R[z'

Explicacion: familia compra una unidad del bien hoy y lo
guarda como capital para el periodo siguiente. Gasta 1. Lo
puede financiar vendiendo derechos contingentes (activos de
Arrow) sobre el bien de capital en el periodo siguiente. El
precio del capital del periodo siguiente después de la historia
Z’ es R(z' z), en terminos de una unidad del bien final del

periodo siguiente después de la historia z’. A su vez, el precio
hoy de una unidad del bien final en el periodo siguiente
después de historia z’ es lo gue hoy me cuesta comprar una
unidad del activo de Arrow que paga en el estado z’, es decir
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plz'|z]. Esta operacion es segura. En equilibrio, no puede
ganarse ni perderse con esta operacion.

Podemos utilizar la condicion de no arbitraje en la condicion
de Euler (12) para caracterizar mejor el equilibrio.
Multiplicamos la condicion de Euler por R[z

sumamos en z’:

>R Rz 2] u'(cfa, z]) ZR[Z

z'e’ z'el

luego

2] Balz'|z]u(cla, 27)

Pero por la condicion de arbitraje, el lado izquierdo es
simplemente la utilidad marginal:
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u'(cla,z)) ﬁ;q[z EATCERA)

:,BE[R[Z'Z u'(c

(13)

Interpretacion: en el sendero optimo de consumo, el aumento
marginal de utilidad que deriva de aumentar un infinitésimo el
consumo presente (lado izquierdo), debe ser igual a la utilidad

esperada de no hacerlo, obtener retornos R|[z'
producto obtenido para consumir mas en el periodo siguiente.
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Esta version de la condicion de Euler es igual a la que
obtuvimos en la economia Arrow-Debreu (ecuacion (10)) que
a su vez era igual a la gue habiamos obtenido en el problema
de crecimiento 6ptimo bajo incertidumbre (ecuacion (1)). Para
verificarlo, solo se necesita notar que:

R[z'|z]= f'(k[z] z')+1-6

Se demuestra que la condicion de transversalidad es también
Idéntica a la de los dos problemas anteriores (queda como
ejercicio).

Conclusion: los modelos (i) de crecimiento optimo, (ii) de
equilibrio competitivo con todos los bienes (Arrow-Debreu), y
(i11) de intercambio secuencial arrojan el mismo sendero de
consumo y de capital.
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